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Solutions de la SérieNo
3 : Formes bilinéaires et Formes quaadratiques

Exercice 1
On désigne parE1, E2, F etG des espaces vectoriels sur un même corps commutatifK, paru et v des
endomorphismes deE, parw une application linéaire deF dansG et parf une application bilinéaire de
E1 × E2 dansF .

1. Montrer que l’applicationg deE1 × E2 dansF définie par

(x, y) 7−→ f(u(x), v(y))

est bilinéaire.

2. Montrer que l’application composéew ◦ f est bilinéaire.

3. SoitE1 = E2 = E = K[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients dansK. Montrer que les
applicationsϕ etψ deE1 × E2 dansE définies par

ϕ(P,Q) = (PQ)′, où (PQ)′ est la dérivée dePQ

ψ(P,Q) = S, où S(X) = P (X − 1)Q(X)

sont bilinéaires.

Solution : ConsidéronsE1,E2, F etG des espaces vectoriels sur un même corps commutatifK, paru etv
des endomorphismes deE, parw une application linéaire deF dansG et parf une application bilinéaire
deE1 × E2 dansF .

1. Montrons que l’applicationg deE1 ×E2 dansF définie par(x, y) 7−→ f(u(x), v(y)) est bilinéaire :
en effet, on ag(x, y) = f(u(x), v(y)) pour tout(x, y) ∈ E1 × E2.
Soientx, x1 etx2 dansE1, y, y1 ety2 dansE2 etα ∈ K, alors
– Linéarité deg par rapport à la première variable :

g(x1 + αx2, y) = f(u(x1 + αx2), v(y))

= f(u(x1) + αu(x2), v(y)) caru est linéaire

= f(u(x1), v(y)) + αf(u(x2), v(y)) carf est bilinéaire

doncg(x1 +αx2, y) = g(x1, y)+αg(x2, y), d’oùg est linéaire par rapport à la première variable.
– Linéarité deg par rapport à la deuxième variable :

g(x, y1 + αy2) = f(u(x), v(y1 + αy2))

= f(u(x), v(y1) + αv(y2)) carv est linéaire

= f(u(x), v(y1)) + α f(u(x), v(y2)) carf est bilinéaire

doncg(x, y1 +αy2) = g(x, y1)+α g(x, y2), d’oùg est linéaire par rapport à la deuxième variable.
ce qui prouve queg : E1 × E2 7→ F est bilinéaire.

2. Montrons que l’application composéew ◦ f est bilinéaire : en effet, l’applicationh = w ◦ f est
définie deE1 × E2 dansG par

w ◦ f(x, y) = w(f(x, y)) ∀(x, y) ∈ E1 × E2.

Soientx, x1 etx2 dansE1, y, y1 ety2 dansE2 etα ∈ K, alors
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– Linéarité dew ◦ f par rapport à la première variable :

h(x1 + αx2, y) = w(f(x1 + αx2, y))

= w(f(x1, y) + αf(x2, y)) carf est bilinéaire

= w(f(x1, y)) + αw(f(x2, y)) carw est linéaire

doncw ◦ f(x1 + αx2, y) = w ◦ f(x1, y) + αw ◦ f(x2, y), d’oùw ◦ f est linéaire par rapport à la
première variable.

– Linéarité dew ◦ f par rapport à la deuxième variable :

w ◦ f(x, y1 + αy2) = w(f(x, y1 + αy2))

= w(f(x, y1) + αf(x, y2)) carf est bilinéaire

= w(f(x, y1) + αw(f(x, y2)) carw est bilinéaire

doncw ◦ f(x, y1 + αy2) = w ◦ f(x, y1) + αw ◦ f(x, y2), d’oùw ◦ f est linéaire par rapport à la
deuxième variable.

D’où w ◦ f est une application bilinéaire deE1 × E2 dansG.

3. On prendE1 = E2 = E = K[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients dansK. Montrons
que les applicationsϕ etψ deE1 × E2 dansE définies par

ϕ(P,Q) = (PQ)′, où (PQ)′ est la dérivée dePQ

ψ(P,Q) = S, où S(X) = P (X − 1)Q(X)

sont bilinéaires : en effet, soientP , P1 etP2 dansE1,Q,Q1 etQ2 dansE2 etα ∈ K, alors
– Montrons queϕ : E1 × E2 7→ E, ϕ(P,Q) = (PQ)′ est bilinéaire : soitX un variable dansK,

on a
• Linéarité deϕ par rapport à la première variable :

ϕ(P1 + αP2, Q)(X) = ((P1 + αP2)Q)′(X)

= (P1 + αP2)′(X)Q(X) + (P1 + αP2)(X)Q′(X)

= (P ′
1(X) + αP ′

2(X))Q(X) + (P1(X) + αP2(X))(X)Q′(X)

= (P ′
1(X)Q(X) + P1(X)Q′(X)) + α (P ′

2(X)Q(X) + P2(X)Q′(X))

= (P1Q)′(X) + α (P2Q)′(X)

doncϕ(P1 + αP2, Q)(X) = (ϕ(P1, Q) + αϕ(P2, Q))(X) pour toutX ∈ K ;
d’oùϕ(P1 + αP2, Q) = ϕ(P1, Q) + αϕ(P2, Q).

• Linéarité deϕ par rapport à la deuxième variable :

ϕ(P,Q1 + αQ2)(X) = (P (Q1 + αQ2))′(X)

= P ′(X)(Q1 + αQ2)(X) + P (X)(Q1 + αQ2)′(X)

= P ′(X)(Q1(X) + αQ2(X)) + P (X)(Q′
1(X) + αQ′

2(X))

= (P ′(X)Q1(X) + P (X)Q′
1(X)) + α (P ′(X)Q2(X) + P (X)Q′

2(X))

= (PQ1)′(X) + α (PQ2)′(X)

doncϕ(P,Q1 + αQ2)(X) = (ϕ(P,Q1) + αϕ(P,Q2))(X) pour toutX ∈ K ;
d’oùϕ(P,Q1 + αQ2) = ϕ(P,Q1) + αϕ(P,Q2).

ce qui prouve queϕ est une application bilinéaire deE1 × E2 dansE.
– Montrons queψ : E1 ×E2 7→ E, ψ(P,Q) = S, où S(X) = P (X − 1)Q(X) est bilinéaire :

soitX un variable dansK, on a
• Linéarité deϕ par rapport à la première variable :

ψ(P1 + αP2, Q)(X) = (P1 + αP2)(X − 1)Q(X)

= (P1(X − 1) + αP2(X − 1))Q(X)

= (P1(X − 1)Q(X)) + α (P2(X − 1)Q(X))

= ψ(P1, Q)(X) + αψ(P2, Q)(X)
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doncψ(P1 + αP2, Q)(X) = (ψ(P1, Q) + αψ(P2, Q))(X) pour toutX ∈ K ;
d’oùψ(P1 + αP2, Q) = ψ(P1, Q) + αψ(P2, Q).

• Linéarité deϕ par rapport à la deuxième variable :

ψ(P,Q1 + αQ2)(X) = P (X − 1)(Q1 + αQ2)(X)

= P (X − 1)(Q1(X) + αQ2(X))

= (P (X − 1)Q1(X)) + α (P (X − 1)Q2(X))

= ψ(P,Q1)(X) + αψ(P,Q2)(X)

doncψ(P,Q1 + αQ2)(X) = (ψ(P,Q1) + αψ(P,Q2))(X) pour toutX ∈ K ;
d’oùψ(P,Q1 + αQ2) = ψ(P,Q1) + αψ(P,Q2).

ce qui prouve queψ est une application bilinéaire deE1 × E2 dansE.

�

Exercice 2
SoientE etF deux espaces vectoriels sur un même corps commutatifK et {u1, . . . , um} et {v1, . . . , vn}
sont des bases deE et F respectivement. SoitT un espace vectoriel surK de dimensionmn et lesmn
vecteurs d’une base deT notéseij sont indexés par les couples d’entiers(i, j) tels que1 ≤ i ≤ m et
1 ≤ j ≤ n. On définit l’applicationϕ de l’ensemble produitE × F dansT par

ϕ(x, y) =

m∑

i=1

n∑

j=1

ξiηjeij si x =

m∑

i=1

ξiui et y =

n∑

j=1

ηjvj

1. (a) Montrer que, siH un espace vectoriel sur le corpsK et f une application bilinéaire deE × F

dansH , alors il existe une application linéaire et une seuleg deT dansH telle que

f = g ◦ ϕ.

(b) SoientB(E,F ;H) l’espace vectoriel des applications bilinéaires deE×F dansH etL (T,H)
l’espace des applications linéaires deT dansH .
Quelles sont les propriétés de l’applicationΦ : B(E,F ;H) → L (T,H), f 7→ g = Φ(f).

2. Vérifier queΦ est linéaire.

3. On désigne par{u′
1, . . . , u

′
m} et{v′

1, . . . , v
′
n} des bases deE etF .

(a) Ecrire l’expression deϕ(x, y) en fonction des coordonnéesξ1, . . . , ξm et η′
1, . . . , η

′
n dex et y

dans les bases{u′
1, . . . , u

′
m} et {v′

1, . . . , v
′
n}.

(b) Montrer que les vecteurse′
hk = ϕ(u′

h, v
′
k) forment une base deT , puis donner les coordonnées

de ces vecteurs dans la baseeij en fonction des termes des matrices de passage des bases
{u1, . . . , um} et {v1, . . . , vn} aux bases{u′

1, . . . , u
′
m} et{v′

1, . . . , v
′
n}

4. Peut-on définir pour les applications trilinéaires une décomposition qui généralise celle indiquée en
question1. our les applications bilinéaires ?

Solution : ConsidéronsE etF deux espaces vectoriels sur un même corps commutatifK et {u1, . . . , um}
et {v1, . . . , vn} sont des bases deE etF respectivement. SoitT un espace vectoriel surK de dimension
mn et lesmn vecteurs d’une base deT notéseij sont indexés par les couples d’entiers(i, j) tels que
1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n. On définit l’applicationϕ de l’ensemble produitE × F dansG par

ϕ(x, y) =

m∑

i=1

n∑

j=1

ξiηjeij si x =

m∑

i=1

ξiui et y =

n∑

j=1

ηjvj

1. (a) Montrons que, siH un espace vectoriel sur le corpsK etf une application bilinéaire deE ×F

dansH , alors il existe une application linéaire et une seuleg deT dansH telle quef = g ◦ϕ :
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en effet, on désigne par(ξ1, . . . , ξm) les coordonnées dex et (η1, . . . , ηm) les coordonnées de
y. Les applicationsϕi,j définies par

ϕij(x, y) = ξiηj eij

sont bilinéaires, et donc l’applicationϕ est aussi bilinéaire comme étant la somme des applica-
tions bilinéairesϕij .
On sait quef est une application bilinéaire :

f(x, y) =

m∑

i=1

n∑

j=1

ξiηjf(ui, vj)

et que, sig était une application linéaire, alors on ait

g(ϕ(x, y)) = g




m∑

i=1

n∑

j=1

ξiηjeij


 = ϕ(x, y) =

m∑

i=1

n∑

j=1

ξiηjg(eij)

Donc les applicationsf et g ◦ ϕ sont égales si et seulement sig(eij) = f(ui, vj) pour tout
1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n.
Ces équations déterminent une applicationg et une seule : en effet, il existe une application li-
néaire et une seule qui transforme les vecteurs d’une base del’espace de départ (ici les vecteurs
eij deG) en des vecteurs donnés de l’espace d’arrivée (ici les vecteursf(ui, vj))

(b) SoientB(E,F ;H) l’espace vectoriel des applications bilinéaires deE×F dansH etL (T,H)
l’espace des applications linéaires deT dansH .
les propriétés de l’applicationΦ : B(E,F ;H) → L (T,H), f 7→ g = Φ(f) : L’application
Φ qui àf associeg est unisomorphisme deB(E,F ;H) dansL (T,H) comme le montre le
diagramme suivant

f

{f(ui, vj)}

g

{g(eij)}

Isomorphisme

Égalité

Isomorphisme

où les doubles flèches représententles isomorphismes deB(E,F ;H) etHmn (resp.L (T,H)
etHmn) obtenus en associant à une application bilinéairef (resp. à une application linéaire
g) l’ensemble desmn vecteursf(ui, vj) (resp.g(eij)) considéré comme éléments de l’espace
vectorielHmn.
Propriété : On notera que la construction de l’applicationϕ permet de remplacer l’étude
de toute application bilinéaire définie dansE × F par celle d’une application linéaire
définie dansT .

2. L’applicationΦ est linéaire, en effet, soientf1 etf2 dansB(E,F ;H) etλ ∈ K, on aΦ(f1+λ f2) = g

oùg(eij) = (f1 + λ f2)(ui, vj) pour tout1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n ; donc

g(eij) = (f1 + λ f2)(ui, vj) = g(eij) = f1(ui, vj) + λ f2(ui, vj) = g1(eij) + λ g2(eij)

d’où Φ(f1 + λ f2) = g1 + λ g2 = Φ(f1) + λΦ(f2) ; ce qui prouve queΦ est linéaire.

3. On désigne par{u′
1, . . . , u

′
m} et{v′

1, . . . , v
′
n} des bases deE etF .

(a) L’expression deϕ(x, y) en fonction des coordonnéesξ1, . . . , ξm etη′
1, . . . , η

′
n dex ety dans les

bases{u′
1, . . . , u

′
m} et{v′

1, . . . , v
′
n} : en effet, nous désignons parA = (aih) 1≤i≤m

1≤h≤m

la matrice

de passage de la base{u1, . . . , um} à la base{u′
1, . . . , u

′
m} etB = (bjk) 1≤j≤n

1≤k≤n

la matrice de
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passage de la base{v1, . . . , vn} à la base{v′
1, . . . , v

′
n}.

L’applicationϕ est bilinéaire ; par suite :

ϕ(x, y) = ϕ

(
m∑

h=1

ξ′
hu

′
h,

n∑

k=1

η′
kv

′
k

)
=

m∑

h=1

n∑

k=1

ξ′
hη

′
kϕ(u′

h, v
′
k)

d’oùϕ(x, y) =

m∑

h=1

n∑

k=1

ξ′
hη

′
ke

′
hk oùe′

hk = ϕ(u′
h, v

′
k).

(b) Montrons que les vecteurse′
hk = ϕ(u′

h, v
′
k) forment une base deG : les vecteurseij =

ϕ(ui, vj) sont des combinaisons linéaires des vecteurse′
hk = ϕ(u′

h, v
′
k) ; les vecteurse′

hk

sont donc des générateurs de l’espaceT et, leur nombremn est la dimension de l’espaceT ,
constituent une base de l’espace.
Les coordonnées de ces vecteurs dans la baseeij en fonction des termes des matrices de pas-
sage des bases{u1, . . . , um} et {v1, . . . , vn} aux bases{u′

1, . . . , u
′
m} et {v′

1, . . . , v
′
n} : Les

expressions des vecteurse′
hk en fonction des vecteurseij s’obtiennent en écrivant :

e′
hk = ϕ(u′

h, v
′
k) = ϕ




m∑

i=1

aihui,

n∑

j=1

bjkvj




=

m∑

i=1

n∑

j=1

aih bjk ϕ (ui, vj) =

m∑

i=1

n∑

j=1

aih bjk eij

d’où e′
hk =

m∑

i=1

n∑

j=1

aih bjk eij .

4. Pour les applications trilinéaires, on peut définir une décomposition qui généralise celle indiquée
en question1. des applications bilinéaires : en effet, siE, F etG sont trois espaces vectoriels de
dimensionm, n et p sur le même corpsK et T un espace vectoriel de dimensionmnp surK, nous
choisirons des bases{u1, . . . , um}, {v1, . . . , vn} et {w1, . . . , wp} deE, F etG, respectivement, et
une baseeij` deT que nous indexerons par les triplets d’entiers.
L’applicationψ définie par :

ψ(x, y, z) =

m∑

i=1

n∑

j=1

p∑

`=1

ξiηjζ`eij` où x =

m∑

i=1

ξiui, y =

n∑

j=1

ηjvj et z =

p∑

`=1

ζ`w`

est trilinéaire et on montre comme dans la question 1. que sif est une application trilinéaire de
E × F × G dansH , alors il existe une application linéaire et une seuleg deT dansH telle que
f = g ◦ ψ.
En effet l’applicationg est définie par

f(ui, vj , w`) = ψ(eij`).

En associant à toute aaplication trilinéairef l’application linéaireg que nous venons de définir, on
obtient un isomorphisme de l’espace vectoriel des applications trilinéaires deE×F×G dansH , noté
TL (E,F,G;H) dans l’espace vectoriel des applications linéaires deT dansH , notéL (T,H).

Remarques :

1. Les espaces vectorielsT que nous avons utilisés pour définirϕ et psi s’appellent lesproduits ten-
sorielsE ⊗ E ouE ⊗ F ⊗G et on adopte les écrituresϕ(x, y) = x⊗ y etϕ(x, y, z) = x⊗ y ⊗ z.

2. L’étude faite pour les casBilinéaire et Trilinéaire peut évidemment être généralisée sans difficultés
aux applicationsp-linéaires.

�

Exercice 3
Soit Ω une forme quadratique surRn, on sait que :
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(i) il existe des formes linéaires indépendantesfi telle que

Ω(x) =

p∑

i=1

εif
2
i (x) où εi = ±1

(ii) le nombrep des formesfi est le même pour toutes les décompositions deΩ du type précédent (p est
le rang deΩ).

Établir que pour deux décompositions de ce type, le nombre des coefficientsεi égaux à 1 est le même (et
donc aussi le nombre des coefficientsεi égaux à (-1)).

Solution : Considérons une forme quadratiqueΩ surRn, on sait que :

(i) il existe des formes linéaires indépendantesfi telle que pour toutx ∈ Rn, on a

Ω(x) =

p∑

i=1

εif
2
i (x) où εi = ±1

(ii) le nombrep des formesfi est le même pour toutes les décompositions deΩ du type précédent (p est
le rang deΩ).

Supposons que pour toutx ∈ Rn, on a

Ω(x) =

h∑

i=1

f2
i (x) −

p∑

i=h+1

f2
i (x) =

k∑

i=1

g2
i (x) −

p∑

i=k+1

g2
i (x) (3.1)

oùp est le nombre total des formesfi et gi (c’est le même por les deux décompositions d’après la pro-
priété(ii), h etk sont les nombres des coefficientsε égaux à 1 dans les deux décompositions ; nous suppo-
serons queh ≤ k (en changeant si nécessaire l’ordre des deux décompositions).
L’équation (3.1) implique :

h∑

i=1

f2
i (x) +

p∑

i=k+1

g2
i (x) =

p∑

i=h+1

f2
i (x) +

k∑

i=1

g2
i (x) (3.2)

Le premier membre de l’équation (3.2) contientp−k+h = p−(k−h) formes linéaires ; les zéros communs
à ces formes constituent donc un espace vectorielE de dimension au moins égale àn − [p − (k − h)] =
n− p+ (k − h) (il y a égalité ou non suivant que ces formes sont indépendantes ou non).
les vecteurs deE annulent le premier membre de l’équation (3.2), donc aussi le second membre ; et par
suite toutes formes du second membre puisque ce second membre est une somme de carrés. Les vecteurs
deE annulent donc toutes les formesfi, et puisque cesp formes sont indépendantes, alors la dimension de
E est au plus égale àn− p.
Finalement, on a

n− p+ (k − h) ≤ dim(E) ≤ n− p

et donck − h ≤ 0 ce qui, correspond à l’hypothèe faite, entraîneh = k.
Propriété : Dans la décomposition d’une forme quadratiqueΩ surRn en une somme de carrés, le nombre
des carrés positifs et le nombre des carrés négatifs sont desinvariants. �

Exercice 4
On considère la forme quadratiquef définie dansR4 par :

f(X) = x2 + 2y2 − z2 + 2t2 + 2xy + 2xt+ 2yt+ 2yz − 2zt

oùx, y, z, t désignent les coordonnées deX dans la base canonique deR4.

1. Déterminer des formes linéaires indépendantes`i telles que :

f(X) =
∑

i

εi[`i(X)]2, avec εi = ±1.
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2. Indiquer une base deR4 telle que la matrice def dans cette base soit diagonale.

Solution : Considérons la forme quadratiquef définie dansR4 par :

f(X) = x2 + 2y2 − z2 + 2t2 + 2xy + 2xt+ 2yt+ 2yz − 2zt

oùx, y, z, t désignent les coordonnées deX dans la base canonique deR4.

1. Déterminons des formes linéaires indépendantes`i telles quef(X) =
∑

i εi[`i(X)]2 où εi = ±1 :
en effet, la forme quadratiquef(X) est un trinôme enz que nous pouvons mettre sous la forme

f(X) = ε1[`1(X)]2 + g(X)

alors nous cherchons une forme`1 telle que la différenceg(X) = f(X) − ε1[`1(X)]2 ne contienne
plus une des variables,x par exemple, et opérerons de même avecg et ainsi de suite.
En mettant sous forme canoniquef(X) considérée comme trinôme enx, nous obtenons :

f(X) = (x+ y + t)2 + g(X)

g(X) = y2 − z2 + t2 + 2yz − 1zt

= (y + z)2 + (t− z)2 − 3z2

soit

f(X) = (x+ y + t)2 + (y + z)2 + (t− z)2 − 3z2

= [`1(X)]2 + [`2(X)]2 + [`3(X)]2 − [`4(X)]2.

où`1(X) = x+ y + t, `2(X) = y + z, `3(X) = t− z et `4(X) =
√

3 z.
Les formes̀ 1, `2, `3 et `4 son tindépendantes puisque chacune contient une variable qui ne figure
pas dans les autres qui restent :x pour`1, y pour`2 et t pour`3.
Le matrice def sera diagonale si, par exemple, les coordonnées deX dans la nouvelle baseB sont

x′ = `1(X), y′ = `2(X), z′ = `3(X) et t′ = `4(X).

2. Une base deR4 telle que la matrice def dans cette base soit diagonale : SiU etU ′ sont les matrices
colonnes des coordonnées deX dans la base canonique et la baseB et siP est la matrice de passage
de la base canonique à la baseB, alors on sait que :

U ′ = P−1U ⇔ U = PU ′

La matriceP−1 est donc la matrice des coefficients des formes`i ; son inverseP s’obtient en calcu-
lantx, y, z et t en fonction dex′, y′, z′ et t′ ; ce qui se fait aisément parce que chaque équation donne
la valeur d’une des inconnues ; on obtient :

U ′ =




x′

y′

z′

t′


 =




1 1 0 1
0 1 1 0
0 0 −1 1

0 0
√

3 0




︸ ︷︷ ︸
P −1




x

y

z

t


 = P−1U

et

U =




x

y

z

t


 =




1 −1 −1 0

0 1 0 −
√

3

3

0 0 0
√

3

3

0 0 1
√

3

3




︸ ︷︷ ︸
P




x′

y′

z′

t′


 = PU ′
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d’où

P =




1 −1 −1 0

0 1 0 −
√

3

3

0 0 0
√

3

3

0 0 1
√

3

3


 et P−1 =




1 1 0 1
0 1 1 0
0 0 −1 1

0 0
√

3 0




�

Exercice 5
On considère la forme quadratiquef définie dansR3 par :

f(X) = 4x2 + 4y2 + z2 + 2yz + 2zx− 4xy

oùx, y, z désignent les coordonnées deX dans la base canonique deR3.

1. Déterminer le rang de la formef et chercher si cette forme est positive (On pourra pour cela écrire
f comme combinaison linéaire des carrés de formes linéaires indépendantes).

2. Déterminer la matriceA de la forme quadratiquef .

3. Déterminer une base orthonormale deR3 telle que la matrice de la formef dans cette base soit
diagonale ; on donnera la matrice de passageP et son inverseP−1.

4. Utiliser les résultats du3. pour retrouver les résultats du1..

Solution : Considérons la forme quadratiquef définie dansR3 par :

f(X) = 4x2 + 4y2 + z2 + 2yz + 2zx− 4xy

oùx, y, z désignent les coordonnées deX dans la base canonique deR3.

1. – Le rang de la formef : on peut écriref(X) sous la forme canonique :

f(X) = (x+ y + z)2 + 3x2 + 3y2 − 6xy

= (x+ y + z)2 + 3(x− y)2

doncf(X) = [`1(X)]2 + [`2(X)]2 où `1(X) = x+ y + z et `2(X) = x− y.
– Étudions la positivité de la formef : on remarque quef(X) est la somme de carrés positifs, soit
f(X) = [`1(X)]2 +[`2(X)]2 où`1(X) = x+y+z et`2(X) = x−y. D’où, la forme quadratique
f est de rang 2 et est positive.

2. La matriceA de la forme quadratiquef est définie telle quef(X) = XTAX oùX = (x, y, z)T ;
donc

f(X) = (x, y, z)




4 −2 1
−2 4 1
1 1 1






x

y

z




d’où

A =




4 −2 1
−2 4 1
1 1 1


 .

3. – Déterminons une base orthonormale deR3 telle que la matrice de la formef dans cette base soit
diagonale : en effet, le polynôme caractéristiquePA(x) deA estPA(x) = det(A− xI3)

det(A− xI3) =

∣∣∣∣∣∣

4 − x −2 1
−2 4 − x 1
1 1 1 − x

∣∣∣∣∣∣

= (4 − x)

∣∣∣∣
4 − x 1

1 1 − x

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣
−2 1
1 1 − x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
−2 4 − x

1 1

∣∣∣∣
= (4 − x)((4 − x)(1 − x) − 1) + 2(−2(1 − x) − 1) + (−2 − 4 + x)

= −x3 + 9x2 − 18x
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d’où PA(x) = −x(x − 3)(x − 6). La matriceA a pour valeurs propresλ1 = 0, λ2 = 3 et
λ3 = 6. Les valeurs propres sont simples et distinctes, alors la matrice A est diagonalisable.
On peut ensuite calculer les vecteurs propres et sous-espaces propres deA associés aux valeurs
propresλ1 = 0, λ2 = 3 etλ3 = 6.

• Soitu =




x

y

z


 un vecteur propre deA associé à 0, alorsAu = 0R3 c’est à dire que




4 −2 1
−2 4 1
1 1 1






x

y

z


 =




0
0
0








4x− 2y + z = 0
−2x+ 4y + z = 0
x+ y + z = 0

⇒





x ∈ R
y = x

z = −2x

d’où u =




x

x

−2x


 oùx ∈ R ; puis on cherchex tel que‖u‖2

2 = x2 + x2 + 4x2 = 1, donc

6x2 = 1, d’oùx == ±
√

6

6
; d’où l’ensemble des vecteurs propres associés à la valeur propre 0

estKer(A) engendré par le vecteur normaliséu0 =




√
6

6√
6

6

−
√

6

3


 ; d’où

Ker(A) = {αu0 : α ∈ R}

qui est une droite vectorielle de vecteur directeuru =




√
6

6√
6

6

−
√

6

3


.

• Soitv =




x

y

z


 un vecteur propre deA associé à 3, alorsAv = 3 v c’est à dire que




4 −2 1
−2 4 1
1 1 1






x

y

z


 = 3




x

y

z








4x− 2y + z = 3x
−2x+ 4y + z = 3y
x+ y + z = 3z

⇒





x ∈ R
y = x

z = x

d’où v =




x

x

x


 où x ∈ R ; puis on cherchex tel que‖v‖2

2 = x2 + x2 + x2 = 1, donc

3x2 = 1, d’oùx == ±
√

3

3
; d’où l’ensemble des vecteurs propres associés à la valeur propre 3

estKer(A− 3I3) engendré par le vecteur normalisév0 =




√
3

3√
3

3√
3

3


 ; d’où

Ker(A− 3I3) = {αv3 : α ∈ R}

qui est une droite vectorielle de vecteur directeurv3 =




√
3

3√
3

3√
3

3


.
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• Soitw =




x

y

z


 un vecteur propre deA associé à 6, alorsAw = 6w c’est à dire que




4 −2 1
−2 4 1
1 1 1






x

y

z


 = 6




x

y

z








4x− 2y + z = 6x
−2x+ 4y + z = 6y
x+ y + z = 6z

⇒





x ∈ R
y = −x
z = 0

d’où v =




x

x

0


 où x ∈ R ; puis on cherchex tel que‖w‖2

2 = x2 + x2 = 1, donc2x2 =

1, d’où x == ±
√

2

2
; d’où l’ensemble des vecteurs propres associés à la valeur propre 6 est

Ker(A− 6I3) engendré par le vecteur normalisév0 =




√
2

2

−
√

2

2

0


 ; d’où

Ker(A− 6I3) = {αw6 : α ∈ R}

qui est une droite vectorielle de vecteur directeurw6 =




√
2

2

−
√

2

2

0


.

– La matrice de passageP et son inverseP−1 : Les sous-espaces propresKer(A), Ker(A− 3I3) et
Ker(A− 6I3) sont des droites vectorielles ; donc elles sont de dimension1, soitR3 = Ker(A) ⊕ Ker(A− 3I3) ⊕ Ker(A− 6I3)

est la somme directe de sous-espaces propres. D’oùA est diagonalisable ; d’où il existe une matrice
P formée de vecteurs propres orthonormésP = (u0|v3|w6) telle queD = P−1AP où

P =




√
6

6

√
3

3

√
2

2√
6

6

√
3

3
−

√
2

2

−
√

6

3

√
3

3
0


 et D =




0 0 0
0 3 0
0 0 6




4. On peut utiliser les résultats de la question 3. pour retrouver les résultats de la question 1., à savoir
la positivité de la forme quadratiquef , en effet, on a

f(X) = XTAX = XTPDP−1X

La matriceP est orthogonale, alorsPT = P−1 ; doncf(X) = XTPDPTX .
On poseY = PTX , alorsY T = XTP ; doncf̃(Y ) = f(PTX) = Y TDY .
SoitY = (x′, y′, z′)T on a bien




x′

y′

z′


 =




√
6

6

√
6

6
−

√
6

3√
3

3

√
3

3

√
3

3√
3

3
−

√
2

2
0







x

y

z




x′, y′ etz′ sont les coordonnées deX dans la nouvelle base




e′
1

e′
2

e′
3


 = PT




e1

e2

e3


 où{e1, e2, e3}

est la base canonique deR3.
D’où f(PTX) = 3y′2 + 6z′2, ainsi on retrouve quef est de rang 2 et est positive.
Pour déterminer le rang d’une forme quadratique et reconnaître si elle est positive ou non positive,
on peut donc :
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– soit décomposer cette forme en une combinaison linéaire decarrés de forme indépendantes comme
ne question 1. : le nombre des carrés est le rang ; la forme est positive si ces carrés sont tous
précédés du signe+ ;

– soit écrire l’équation caractéristique de la matriceA de la forme quadratique : chercher si 0 est
racine et déterminer son ordre qui est la dimension du noyau (la différence entre la dimension de
l’espace et le rang) et étudier le signe des autres racines (la forme est positive si elles sont toutes
positives)

Il est clair que l’étude du signe des racines d’une équation algébrique est une opération assez longue,
sauf dans le cas exceptionnel où ces racines ont des valeurs numériques simples et peuvent être
obtenues rapidement. La première méthode est donc préférable.

�

Exercice 6
On déssigne parf une forme quadratiqueRn et parA = (aij) sa matrice dans la base canonique ; on
écrira :

f(X) = XTAX = (AX,X)

oùX = (ξ1, . . . , ξn) est le vecteurX relativament à la base canonique deRn.
On suppose que la formef est positive non dégénérée.

1. Montrer qu’il existe des formes linéaires`i telles que :

`i(X) =
∑

j≥i

aijξi, (i = 1, 2, . . . , n)

f(X) =

n∑

i=1

[`i(X)]2

et que ces formes sont uniques si on impose les conditions :

aij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n)

2. Montrer qu’il existe une matrice triangulaire supérieure et une seuleT = (θij) satisfaisant aux
conditions : ”les termesθii de la diagonale sont positifsA = T TT ”

3. Peut-on énoncer un résultat analogue à celui du2) si laA est la matrice d’une forme quadratique
hermitienne surCn positive et non dégénérée?

Solution : Considéronsf une forme quadratiqueRn et A = (aij) sa matrice dans la base canonique ;
on écrira :f(X) = XTAX = (AX,X) oùX = (ξ1, . . . , ξn) est le vecteurX relativament à la base
canonique deRn. Supposons que la formef est positive non dégénérée.

1. – Montrons qu’il existe des formes linéaires`i telles que :̀ i(X) =
∑

j≥i

aijξi, (i = 1, 2, . . . , n),

f(X) =

n∑

i=1

[`i(X)]2

Nous ferons la démonstration par récurrence surn. Le résultat est vrai sin = 1 ; il suffit donc de
faire l’hypothèse qu’il est vrai pour l’entiern− 1 et de montrer alors qu’il est vrai pour l’entiern.
En considéronsf(X) comme un trinôme enξ1, nous écrirons :

f(X) = a11ξ
2
1 + 2ξ1

n∑

j=2

a1jξj + f1(X),

oùf1(X) est une forme quadratique où ne figure pasξ1.
Le termea11 valeur prise parf siX est le premier vecteur de la base canonique n’est pas nul (par
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hypothèsef(X) non dégénérée positive est nulle si et seulement siX est nul).
Nous pouvons donc mettre le trinôme enξ1 sous forme canonique :

f(X) = a11


ξ2

1 + 2ξ1

n∑

j=2

a1j

a11

ξj




2

+ g(X)

oùg(X) est une forme quadratique où ne figure pasξ1.
La forme linéairè 1(X) est la seule qui contienne la variableξ1 ; tous les termes enξ1 def(X)
doivent donc se retrouver dans le carré de`1(X), ce qui implique :

[`1(X)]2 = a11


ξ2

1 + 2ξ1

n∑

j=2

a1j

a11

ξj




2

et donc :

`1(X) = ±√
a11


ξ2

1 + 2ξ1

n∑

j=2

a1j

a11

ξj




– Montrons que ces formes sont uniques si on impose les conditions :aij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n) ;
en effet, si nous imposons au coefficint deξ d’être positif, soitaij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n), alors
la forme`1 est unique.
Avec le choix qui vient d’être fait dè1, nous avons décomposé la formef en la somme :

[`1(X)]2 + g(X)

du carré dè1 et d’une forme quadratiqueg surRn−1 (g est une application dépendant deξ2, . . . , ξn

seulement). Tout vecteurX1 = (ξ2, . . . , ξn) deRn−1 peut être complété par un nombreξ1 tel que
X = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) annule`1(X) ; dans ces conditions,g(X1) = f(X) est positif et ne peut
être nul que siX et doncX1 sont nuls : commef , la formeg est positive et non dégénérée.
Nous pouvons donc affirmer l’existence et l’unicité de formes linéaires̀ 2, . . . , `n satisfaisant aux
conditions posées et telles que

g(X) =

n∑

i=2

[`i(X)]2

2. Montrons qu’il existe une matrice triangulaire supérieure et une seuleΘ = (θij) satisfaisant aux
conditions : ”les termesθii de la diagonale sont positifsA = ΘT Θ”, en effet, la matriceT des
coefficients des formes linéaires`i est triangulaire supérieure et ses termes dans la diagonalesont
positifs ; si :

Y = ΘX

est la matrice colonne dont les termes sont les`i(X), nous avons montré que :

f(X) =

n∑

i=1

[`i(X)]2 = Y TY = XT ΘT ΘX.

La matrice de la forme quadratiquef est donc :Λ = ΘT Θ.
Réciproquement :s’il existe une matrice triangulaire supérieureΘ̂ dont les termes dans la diagonale
sont positifs et telle que

Λ = Θ̂T Θ̂

les formes linéaires̀̂i dont les coefficients sont les termes des lignes deΘ satisfont aux conditions
de la question 1. :

̂̀
i ne dépend que des coordonnéesξj d’indicej ≥ i ;

le coefficient deξi danŝ̀i est positif :
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f(X) =
n∑

i=1

[̂̀i(X)]2

nous avons montré que ces conditions entraînent l’unicité des formeŝ̀ i et donc la matriceΘ ;
d’où Θ̂ = Θ.

3. Supposons que la matriceA est la matrice d’une forme quadratique hermitienne surCn positive et
non dégénérée : Une étude identique à celle de la question 1. au remplacement près des trinômes du
second degré par des trinômes hermitiens permet d’établir le résultat suivant : il existe des formes
linéaire`i telles que

`i(X) =
∑

j≥i

αijξj , (i = 1, 2, . . . , n),

f(X) =

n∑

i=1

|`i(X)|2 =

n∑

i=1

`i(X)`i(X),

et ces formes sont uniques si on suppose en outre queαii ≥ 0 pour (i = 1, 2, . . . , n)
comme dans la question 2., on montre que ce résultat impliquequ’il existe une matrice triangulaire
supérieurΘ et une seule telle que :

les termesθii de la diagonale sont positifs

Λ = Θ̄T Θ

où Θ̄ désigne la matrice dont les termes sont les conjugués des termes de la matriceΘ.

�
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