ENSA d’Al-Hoceima Année 2020/2021
CP-Il, 2éme année, Semestre 3
Algébre Quadratique, TD3

Solutions de la SérieN°3 : Formes bilinéaires et Formes quaadratiques

Exercice 1

On désigne paF,, E», F' et G des espaces vectoriels sur un méme corps commitabiér v et v des
endomorphismes dE, parw une application linéaire d&' dansG et parf une application bilinéaire de
FE; x E5 dansF.

1. Montrer que l'applicatiog de £, x E5 dansF' définie par
(@,y) — f(u(x),v(y))

est bilinéaire.
2. Montrer que 'application composéeo f est bilinéaire.

3. SoitE;, = E; = E = K[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients daridontrer que les
applicationsy ety de F;, x E»> danskE définies par

o(P,Q) = (PQ)’, ou (PQ) estladérivée déQ

»(P,Q) =5, ou S(X)=PX-1)Q(X)

sont bilinéaires.

Solution : Considérondy;, F», F' etG des espaces vectoriels sur un méme corps commidtatéry etv
des endomorphismes d& parw une application linéaire d& dansG et parf une application bilinéaire
de F; x E5 dansF'.

1. Montrons que I'applicatiop de E; x E> dansF définie pan(z,y) — f(u(z),v(y)) est bilinéaire :
en effet, on g(x,y) = f(u(x),v(y)) pour tout(x,y) € Fy x Es.
Soientz, z1 etx, dansEy, y,y1 etys dansk, eta € K, alors
— Linéarité dey par rapport a la premiére variable :

9@ +axs,y) = flulzr +azs), v(y))
= f(u(z1) + au(ze2),v(y)) caruestlinéaire
= flu(x1),v(y)) + a f(u(z2),v(y)) carf estbilinéaire

doncg(z1 +axe,y) = g(x1,y) +a g(za,y), d'ou g estlinéaire par rapport a la premiere variable.
— Linéarité dey par rapport a la deuxieme variable :

9@, y1 +ay2) = flu(@),v(y1 + ay2))
= f(u(z),v(y1) +av(yz)) carvestlinéaire

fu(x),v(y1)) + a f(u(x),v(y2)) carf estbilinéaire

doncg(x,y1 +ay2) = g(x,y1)+a g(x,y2), d'ou g est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.
ce qui prouve que : E; x FEs — F estbilinéaire.

2. Montrons que I'application composéeo f est bilinéaire : en effet, I'applicatioh = w o f est
définie del; x E, dansG par

wo f(z,y) =w(f(z,y)) V(z,y) € E1 x Es.

Soientz, z1 etx, danskEy, y,y1 etys dansks; eta € K, alors



— Linéarité dew o f par rapport a la premiére variable :

Mz + azs,y) = w(f(z1 + azrs,y))
w(f(x1,y) + af(xe,y)) carf estbilinéaire
= w(f(r1,y)) +aw(f(rs,y)) carw estlinéaire

doncw o f(z1 + aza,y) = wo f(x1,y) + cwo f(z2,y), doUw o f estlinéaire par rapport a la
premiére variable.
— Linéarité dew o f par rapport a la deuxiéme variable :

wo f(z,y1 +ay2) = w(f(z,y1+ ay2))
w(f(z,y1) + af(x,y2)) carf estbilinéaire
= w(f(z,y1) +aw(f(r,y2)) carw estbilinéaire

doncw o f(x,y1 + aye) =wo f(z,y1) + awo f(x,y2), dolw o f estlinéaire par rapport a la
deuxiéme variable.
D’ouw o f est une application bilinéaire d&, x E> dansG.

3. Onprendk; = E; = F = K[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients daridontrons
que les applicationg ety de E; x E> dansE définies par
o(P,Q) = (PQ)’, ol (PQ) estladérivée déQ

W(P,Q) =S8, ol S(X)=P(X-1)Q(X)
sont bilinéaires : en effet, soieft, P, et P, dansEy, @, @1 etQ- dansEs eta € K, alors
— Montrons quep : Fy X Ey — E, o(P,Q) = (PQ)’ est bilinéaire : soitX un variable dang,

ona
e Linéarité dep par rapport a la premiére variable :
p(PL+aP,Q)(X) = ((P+aP)Q)(X)

P+ aP) (X)Q(X) + (P + a P2)(X)Q'(X)
P(X) + aP3(X))Q(X) + (P1(X) + a (X)) (X)Q'(X)
P{(X)Q(X) + P(X)Q'(X)) + o (P(X)Q(X) + P(X)Q'(X))
PQ) (X) + a(RQ) (X)

doncy(Pr + a P, Q)(X) = (o(P1,Q) + ap(P2, Q))(X) pour toutX € K;

d'olp(P +a P2, Q) = ¢(P1, Q) + ap(l, Q).
e Linéarité dep par rapport a la deuxiéme variable :

P(P.Q1+a@2)(X) = (P(Q1+aQ)(X)

~~ o~ o~

= P'(X)(Q1+aQ2)(X)+ P(X)(Q1+ Q) (X)
P'(X)(Q1(X) + aQ2(X)) + P(X)(Q)(X) + a Qy(X))
(P'(X)Q1(X) + P(X)Q1(X)) + a (P'(X)Q2(X) + P(X)Q5(X))

(PQ1)(X) + o (PQ2) (X)
) (

doncy (P, Q1 + a Q2)(X) = (¢(P, Q1) + ap(P,Q2))(X) pour toutX € K;
d'olp(P, Q1+ aQ2) = ¢(P, Q1) + ap(P,Q2).
ce qui prouve que est une application bilinéaire d& x FE» dansE.
— Montronsque) : Ey x Ex — E,¢(P,Q) =5, ou S(X)=P(X -1)Q(X) estbilinéaire :
soit X un variable dank, on a
e Linéarité dep par rapport a la premiére variable :
V(P +aP,Q)(X) = (P+aR)(X -1)QX)
= (AX -1)+aR(X -1)Q(X)
(P (X = DQR(X)) + a (P (X — 1)Q(X))
(P, Q)(X) +ay(P, Q)(X)
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doncy)(Pr + a P2, Q)(X) = (4(P1, Q) + at(P2, Q))(X) pour toutX € K;
doU (P + a Py, Q) = (P, Q) + a (P2, Q).

e Linéarité dep par rapport a la deuxiéme variable :

Y(P,Q1+a@:2)(X) = P(X—1)(Q1+a@2)(X)
= PX —-1)(Q:1(X)+aQ2(X))
= (P(X - 1)Q1(X)) + a(P(X —1)Q2(X))
= P(P,Q1)(X) +ay(P,Q2)(X)
doncy (P, Q1 + aQ2)(X) = (¥(P,Q1) + ay(P,Q2))(X) pour toutX € K;
dou (P, Q1+ aQ2) = Y(P,Q1) + a(P,Qz).

ce qui prouve que est une application bilinéaire dg, x E5 dansE.

!
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O

Exercice 2

SoientE et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commitetif vy, . .., u, } et{vy,...,v,}
sont des bases dg et F' respectivement. Soif’ un espace vectoriel sl de dimensionnn et lesmn
vecteurs d'une base dE notése;; sont indexés par les couples d'enti¢isj) tels quel < i < m et
1 < j < n.On définit I'applicationy de 'ensemble produit x F' dansT par

p(r,y) =D > &njei; S x=> &ui et y=> nu,
i=1 j=1 i=1 j=1

1. (a) Montrer que, sH un espace vectoriel sur le corfiset f une application bilinéaire d& x F
dansH, alors il existe une application linéaire et une seutieT” dansH telle que

f=goep.

(b) SoientB(E, F'; H) I'espace vectoriel des applications bilinéairedtte F dansH et.Z (T, H)
I'espace des applications linéairesHelansH.
Quelles sont les propriétés de I'applicatiéon B(E, F; H) — £ (T, H), f — g = ®(f).
2. Vérifier qued est linéaire.
3. Ondésigne pafu),...,u, } et{v],...,v,,} des bases dE et F.

(a) Ecrire I'expression de(z,y) en fonction des coordonnégs . .., &, etnj,...,n, dex ety
dans les base@i}, ..., u., } et{v},... v, }.
(b) Montrer que les vecteue$, = ¢(u},, v;,) forment une base dE, puis donner les coordonnées

de ces vecteurs dans la base en fonction des termes des matrices de passage des bases

{u1,...,un}et{vy,...,v,} aux basegui,...,u, } et{v],..., v}

4. Peut-on définir pour les applications trilinéaires uneoadposition qui généralise celle indiquée en
guestionl. our les applications bilinéaires ?

Solution : ConsidérongZ et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commiteti{u,, . .., un}
et{vy,...,v,} sont des bases dg et F' respectivement. Soif un espace vectoriel sk de dimension
mn et lesmn vecteurs d'une base dB notése;; sont indexés par les couples d’entiéisj) tels que
1 <i<metl <j<n.On définit 'applicationy de 'ensemble produi x F' dansG par

p(r,y) =D > &njei; S x= &ui et y=> nu,
i=1 j=1 i=1 j=1

1. (a) Montrons que, dif un espace vectoriel sur le cori®t f une application bilinéaire d& x F’
dansH, alors il existe une application linéaire et une seutke T’ dansH telle quef = go g :



en effet, on désigne péf., ..., &, ) les coordonnées deet (71, . .., ) les coordonnées de
y. Les applicationg; ; définies par

wij(T,y) = &inj eij

sont bilinéaires, et donc I'applicatignest aussi bilinéaire comme étant la somme des applica-
tions bilinéairesp;;.
On sait quef est une application bilinéaire :

Flay) =D &nyif (ui,v;)
i=1 j=1

et que, sig était une application linéaire, alors on ait

g(e(@,y) =g | Y Zfﬂljeij = o(,y) =) Zfﬂ]jg(eij)

i=1 j=1 i=1 j=1

Donc les applicationg et g o ¢ sont égales si et seulementgge;;) = f(u;,v;) pour tout
1<i<metl <j3<n.

Ces équations déterminent une applicatja@t une seule : en effet, il existe une application li-
néaire et une seule qui transforme les vecteurs d’une bd®sgace de départ (ici les vecteurs
e;; deG) en des vecteurs donnés de I'espace d'arrivée (ici les wectéu;, v;))

(b) SoientB(E, F'; H) I'espace vectoriel des applications bilinéairedtte F dansH et.Z (T, H)
I'espace des applications linéaires HelansH.
les propriétés de I'applicatio® : B(E,F;H) — £ (T,H), f — g = ®(f) : Lapplication
® qui a f associeg est unisomorphisme d&(E, F'; H) dans.Z (T, H) comme le montre le
diagramme suivant

f g

Isomorphisme Isomofphisme

{f (ui, vy)} <—Egatitt— {g(ei;)}

ou les doubles fleches représententles isomorphismBsider’; H) et H™" (resp..Z(T, H)

et H™™) obtenus en associant & une application bilinéfifeesp. a une application linéaire
g) 'ensemble desnn vecteursf (u;, v;) (resp.g(e;;)) considéré comme éléments de 'espace
vectoriel H™™.

Propriété : On notera que la construction de I'applicationy permet de remplacer I'étude

de toute application bilinéaire définie dansE x F par celle d’'une application linéaire
définie dansT'.

2. Lapplication® est linéaire, en effet, soieffit et fo dansB(E, F'; H) etA € K,ona®(fi+A f2) =g
oug(ei;) = (f1 + A f2)(u;, v;) pourtoutl <i <metl <j <n;donc

gleij) = (f1 + A fa)(wi, v5) = gleij) = fi(wi,v5) + A fa(wi, v5) = g1(eiz) + Aga(eiz)

d'ou®(f1 + A fa) =g1 + Aga = @(f1) + A P®(f2); ce qui prouve qué est linéaire.
3. On désigne pafu),...,u,, } et{v],...,v],} des bases dE et F.

(a) L'expressionde(z,y) enfonction des coordonnégs. . ., &, etnl, ..., n, dex ety dansles
baseq{u),...,ul,} et{v],...,v,} : en effet, nous désignons par= (a;,) 1<i<m la matrice
1<h<m
de passage de la bage,, ..., u,} alabaseu),...,ul,} et B = (bjx):<;<~ la matrice de
1<k<n



passage de la bage;,...,v,} alabasdvy,..., v, }.
L'application est bilinéaire ; par suite :

n

m n m
=¥ <Z 52%7277;@”10 = Z e (uy, vy,)
h=1 h=1

d’ot ¢(z,y) Zthleehk otey, = p(uj, vy,)-
h=1k=1

(b) Montrons que les vecteury, = ¢(uj},,v)) forment une base d€ : les vecteurs;; =
¢(ui,vj) sont des combinaisons linéaires des vecteyfs = ¢(u),,v,); les vecteurs:),
sont donc des générateurs de I'esp@cet, leur nombrenn est la dimension de I'espade
constituent une base de I'espace.
Les coordonnées de ces vecteurs dans la Bas fonction des termes des matrices de pas-
sage des bas€siy, ..., un} et{vy,...,v,} aux basequ),...,u/ } et{v],..., v/} : Les
expressions des vecteuts, en fonction des vecteues; s'obtiennent en écrivant :

e = Plup,vg) = Zazhuzazb ik Vj
Z Z aip bjk ¢ (ui,v5) = Z Z ain bk €55

i=1 j=1 i=1 j=1

m n
d’ou e}Lk = Z Z aip bjk €ij.
i=1 j=1
4. Pour les applications trilinéaires, on peut définir uneodéposition qui généralise celle indiquée

en questionl. des applications bilinéaires : en effet,/sj F' et G sont trois espaces vectoriels de
dimensionm, n etp sur le méme corpk et T' un espace vectoriel de dimensiomp surK, nous
choisirons des bas€s, ..., um}, {v1,...,v,} €t{w1,...,w,} de E, F etG, respectivement, et
une base;;, deT" que nous indexerons par les triplets d’entiers.
L'application) définie par :

Vi, y, 2 ZZZ&W Ceeije OU x—z&uw y—vaJ et z_ZQw,

P
i=1 j=1 (=1
esttrilinéaire et on montre comme dans la question 1. qu¢ sist une application trilinéaire de
E x F x G dansH, alors il existe une application linéaire et une seulde 7' dansH telle que
f=g0%.

En effet I'applicatiorny est définie par

fuisvj,we) = P(eije)-

En associant a toute aaplication trilinéajréapplication linéaireg que nous venons de définir, on
obtientun isomorphisme de I'espace vectoriel des appicatrilinéaires dé’ x F' x G dansH, noté
T.Z(E, F,G; H) dans I'espace vectoriel des applications linéaire¥ dansH, noté.Z (T, H).

Remarques :
1. Les espaces vectoriélsque nous avons utilisés pour défigiret psi s’appellent leproduits ten-
sorielsEF ® EouE ® F ® G et on adopte les écriturggz,y) =z @y etp(r,y,2) =21 Qy Q 2.
2. L'étude faite pour les caBilinéaire et Trilinéaire peut évidemment étre généralisée sans difficultés
aux applicationg-linéaires.
U

Exercice 3
Soit 2 une forme quadratique s&, on sait que :



(i) il existe des formes linéaires indépendanfetelle que
p
Q) =D eif}(z) ol &=+l
=1

(i) le nombrep des formeg’; est le méme pour toutes les décompositionQdki type précédenp(est
le rang de).

Etablir que pour deux décompositions de ce type, le nomtsedefficients; égaux a 1 est le méme (et
donc aussi le nombre des coefficientggaux a (-1)).

Solution : Considérons une forme quadratideurR™, on sait que :
() il existe des formes linéaires indépendanfetelle que pour tout € R™, on a

p
Q(J)) = Z&f}(l‘) ou g = *1
=1

(i) le nombrep des formes/; est le méme pour toutes les décompositionQdki type précédenp(est

le rang de).
Supposons que pour toute R™, on a
h p k P
Va) =Y fi@) - Y fi@) =) gi@@) - Y g (3.1)
=1 i=h+1 i=1 i=k+1

olUp est le nombre total des formgs et g; (c'est le méme por les deux décompositions d’'aprées la pro-
priété(ii), h etk sont les nombres des coefficientégaux a 1 dans les deux décompositions ; nous suppo-
serons qué < k (en changeant si nécessaire I'ordre des deux décompagition

L'équation (3.1) implique :

p

h P k
Y R@+ Y g =Y @)+ gi) 3.2)
i=1 1=1

i=k+1 i=h+1

Le premier membre de I'équation (3.2) contigrtk+h = p— (k—h) formeslinéaires ; les zéros communs
a ces formes constituent donc un espace vectarigé dimension au moins égalewa— [p — (kK — h)] =
n—p+ (k— h) (il y a égalité ou non suivant que ces formes sont indépeerdant non).
les vecteurs dé” annulent le premier membre de I'’équation (3.2), donc aessetond membre; et par
suite toutes formes du second membre puisque ce second mesthme somme de carrés. Les vecteurs
de FE annulent donc toutes les formgés et puisque ceg formes sont indépendantes, alors la dimension de
E est au plus égalea— p.
Finalement, on a

n—p+(k—h)<dim(E)<n-p

et donck — h < 0 ce qui, correspond a I'hypothee faite, entraiine k.

Propriété : Dans la décomposition d’'une forme quadratifusurR™ en une somme de carrés, le nombre
des carrés positifs et le nombre des carrés négatifs sonaemnts. O
Exercice 4

On considére la forme quadratigyi@éfinie dangk* par :

f(X)= 22+ 2y2 — 224+ 2xy + 2xt 4 2yt + 2yz — 22t

ouz,y, z,t désignent les coordonnées ledans la base canonique Bé.
1. Déterminer des formes linéaires indépendafjtésles que :

FX) =) ailt:i(X))?, avec g ==+1.



2. Indiquer une base d&¢ telle que la matrice d¢ dans cette base soit diagonale.

Solution : Considérons la forme quadratiqyieéfinie dank* par :
f(X) =2 42y — 2% + 2% 4+ 2xy + 2ut + 2yt + 2yz — 2zt

ouz,y, z,t désignent les coordonnées Hedans la base canonique Bé.

1. Déterminons des formes linéaires indépendaftesdles quef(X) = >, &;[¢:i(X)]? olie; = £1:
en effet, la forme quadratiqy& X') est un trindbme en que nous pouvons mettre sous la forme

F(X) = el (X)) + 9(X)

alors nous cherchons une formetelle que la différence(X) = f(X) — £1[¢1(X)]? ne contienne
plus une des variables,par exemple, et opérerons de méme ayetainsi de suite.
En mettant sous forme canoniqfieX ) considérée comme trinbme ennous obtenons :

f(X) = (z+y+1)°+g(X)
g(X) = =224+t F 2z — 12t

= (y+2)*+(t—2)* -3z
soit

fX) = (@+y+t)2+y+2)2+t—2)72%-327
= [G(X)) + [6(X)]? + [63(X)]? — [€a(X)]2.

Ol]gl(X) = x+y+t,€2(X) =y+ Z,gg(X) =t—z et€4(X) = \/§Z

Les forme</y, ¢35, ¢35 et {4 son tindépendantes puisque chacune contient une variabtedigure
pas dans les autres qui restemtpour?y, y pour/s ett pour/s.

Le matrice def sera diagonale si, par exemple, les coordonnées dans la nouvelle bagg sont

{Iilzgl(X), y':ég(X), ZI:&;(X) et t/=€4(X).

2. Une base dB* telle que la matrice d¢ dans cette base soit diagonale I5etU’ sont les matrices
colonnes des coordonnéesMealans la base canonique et la b&set si P est la matrice de passage
de la base canonique a la ba$ealors on sait que :

U=pP U < U=pPU

La matriceP—! est donc la matrice des coefficients des forfieson inverseP s’obtient en calcu-
lantz, vy, z ett en fonction der’, 3/, 2’ ett’ ; ce qui se fait aisément parce que chaque équation donne
la valeur d'une des inconnues; on obtient :

x/ 11 0 1 T
!

Yy 101 1 0 Yy | - p-1
U=1%21=10o0 -1 1 | =rU
t 00 vV3 0 t
Pfl

et
. 1 -1 -1 0 o
V3 )
y 0 1 0 =% Yy ,
U= - % .| =pPU
TR FEE 1
0 0 1 VA




d’ou

1 -1 -1 0 11 0 1
P00t 0 =2 [0 10
“lo0o 0 o0 %3 “100 -1 1
0o 0 1 \/T3 00 V3 0

Exercice 5
On considére la forme quadratigyi@éfinie dang? par :

f(X) = 42? + 49% 4 2% + 292 + 220 — 4ay

ouz,y, z désignent les coordonnées Medans la base canonique B.
1. Déterminer le rang de la formget chercher si cette forme est positive (On pourra pour czleeé

2. Déterminer la matricd de la forme quadratiqug.

3. Déterminer une base orthonormaleRfetelle que la matrice de la formg dans cette base soit
diagonale ; on donnera la matrice de passAg son inversé 1.

4. Utiliser les résultats d. pour retrouver les résultats du
Solution : Considérons la forme quadratigfi@éfinie dank? par :
F(X) =4da? + 4% + 2% + 2yz + 222 — 4ay

ol z,y, z désignent les coordonnées Hledans la base canonique Be.
1. — Lerang de la form¢ : on peut écriref (X) sous la forme canonique :

f(X) = (z+y+2)?+322 +3y* — 6ay
= (e+y+2)°+3@—y)?’
doncf(X) = (X)) + [(X))?ouly(X)=a+y+zetlhh(X)=2—y.
— Etudions la positivité de la formg: on remarque qué(X ) est la somme de carrés positifs, soit
F(X) = [(X)?+[l2(X)]? 00ly(X) = z+y+2 etly(X) = x—y. D’ou, la forme quadratique
f estde rang 2 et est positive.

2. La matriceA de la forme quadratiqug est définie telle qug(X) = XTAX ou X = (z,y,2)7;
donc
4 -2 1 T
1 1 1 z
d’'ou
4 -2 1
A= -2 4 1
1 1 1

3. — Déterminons une base orthonormaléRdeelle que la matrice de la formgdans cette base soit
diagonale : en effet, le polyndme caractéristidqugz) de A estP4(z) = det(A — xI3)

4—x =2 1
det(A — zl3) = -2 44—z 1
1 1 1—2z
4—z 1 -2 1 ‘—2 4—z

= @-2) 1 1-z 1 1

= @d-2)(d-2)1—-2)-1)+2(21-2)-1)+(-2—-4+2x)
—23 + 922 — 18z

+2]




d'ou Ps(z) = —z(x — 3)(z — 6). La matriceA a pour valeurs propres; = 0, Ay = 3 et
A3 = 6. Les valeurs propres sont simples et distinctes, alors l@icaad est diagonalisable.
On peut ensuite calculer les vecteurs propres et sousespagpres del associés aux valeurs
propres\; =0, A\ = 3 etA; = 6.

X
e Soitu = | y | unvecteur propre dd associé a 0, alordu = Ogs c’est a dire que
z
4 =2 1 T 0
-2 4 1 y | =10
1 1 1 z 0
4o —2y+2=0 zeR
—2x+4y+2=0 =< y=x
X
doliu = T oliz € R; puis on cherche tel que||u||3 = 2? + 2 + 422 = 1, donc
-2
622 =1,doluz == i% ; d'oll 'ensemble des vecteurs propres associés a la vateprep0
V6
6
estKer(A) engendré par le vecteur normalisg= @ ;d’ou
6
3
Ker(A) = {aug : a € R}
V6
6
qui est une droite vectorielle de vecteur directeu @
_6
3
x
e Soitv = | y | unvecteur propre dd associé a 3, alordv = 3v c’est a dire que
z
4 =2 1 T T
-2 4 1 y | =3[ v
1 1 1 z z
dr —2y+ 2z =3z zeR
—2x+4y+2=3y = Y=
T+y+z=3z z=u
X
dollv = | = | ollz € R; puis on cherche tel que||v||2 = 22 + 22 + 22 = 1, donc
X

3z2 =1,dolz == i@ ; d’ou I'ensemble des vecteurs propres associés a la valeprep3

estKer(A — 313) engendré par le vecteur normalisg= ;d’ou

el

Ker(A —3I3) = {aws : a € R}

qui est une droite vectorielle de vecteur directeur=

sl



X

e Soitw = | y | unvecteur propre dd associé a 6, alordw = 6w c'est a dire que
z
4 -2 1 T T
-2 4 1 Y =6 y
1 1 1 z z
dr — 2y + z = bz reR
—2x+4y+ 2z =6y = Yy=—-x
r+y+z=06z2 z=0
x
doluv = | z | ouz € R; puis on cherche tel que||w||3 = 2? + 2 = 1, donc2z? =
0
1, douz == i%ﬁ ; d’ou I'ensemble des vecteurs propres associés a la vateprep6 est
V2
2
Ker(A — 613) engendré par le vecteur normalisg= _4 ;dou
0

Ker(A —6I3) = {ows : a € R}
NG

2
qui est une droite vectorielle de vecteur directeyr= _4

0

— Lamatrice de passageet son inversé® ! : Les sous-espaces propiesr(A), Ker(A — 313) et
Ker(A — 613) sont des droites vectorielles ; donc elles sont de dimerisisait

R = Ker(A) @ Ker(A — 313) @ Ker(A — 613)
estla somme directe de sous-espaces propres.AD&st diagonalisable ; d'ou il existe une matrice
P formée de vecteurs propres orthonorniés: (ug|vs|ws) telle queD = P~ AP ou
vz 00 0
—@ et D=1 0 3 0
0 0 0 6

P =

g‘&ﬂé
fSsel=lS

|

4. On peut utiliser les résultats de la question 3. pour ue&ples résultats de la question 1., & savoir
la positivité de la forme quadratiqye en effet, on a

f(X)=XTAX = XTPDP X
La matriceP est orthogonale, aloB” = P~!; doncf(X) = XTPDPTX.

OnposeY = PTX, alorsY” = X7 P; doncf(Y) = f(PTX)=YTDY.
SoitY = (2/,4/,2')T on a bien

/ V6 V6 A6

| : :

Lo e - y

z 3 _v2 z

3 2
e} el
2,y etz’ sontles coordonnées deédans lanouvelle basg ¢, | = PT | ex | ol{ey,ea,e3}

!
63 €3

est la base canonique &é.

D'ou f(PTX) = 3y"? 4 622, ainsi on retrouve qu¢ est de rang 2 et est positive.

Pour déterminer le rang d’une forme quadratique et rectnensiielle est positive ou non positive,
on peut donc :
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— soit décomposer cette forme en une combinaison linéatamiés de forme indépendantes comme
ne question 1. : le nombre des carrés est le rang; la formeostfve si ces carrés sont tous
précédés du signe;

— soit écrire I'équation caractéristique de la matritele la forme quadratique : chercher si 0 est
racine et déterminer son ordre qui est la dimension du ndgadiftérence entre la dimension de
I'espace et le rang) et étudier le signe des autres raciadsrthe est positive si elles sont toutes
positives)

Il est clair que I'étude du signe des racines d'une équatmpitaique est une opération assez longue,

sauf dans le cas exceptionnel ou ces racines ont des valeon&rigues simples et peuvent étre

obtenues rapidement. La premiére méthode est donc préférab
O
Exercice 6
On déssigne paf une forme quadratiquB™ et parA = (a;;) Sa matrice dans la base canonique; on
écrira ;
f(X)=XTAX = (AX, X)
ouX = (&,...,&,) estle vecteuX relativament & la base canoniquelie
On suppose que la formeest positive non dégénérée.

1. Montrer gqu'il existe des formes linéairéstelles que :

&(X):Zaijfi, (i:1,2,...,n)

Jjzi

et que ces formes sont uniques si on impose les conditions :
ClijZO (i:1,2,...,n)

2. Montrer gu'il existe une matrice triangulaire supéreeet une seuld” = (6;;) satisfaisant aux
conditions : "les terme8;; de la diagonale sont positif#$ = 777"

3. Peut-on énoncer un résultat analogue a celul)dsi la A est la matrice d’une forme quadratique
hermitienne su€” positive et non dégénérée ?

Solution : Considéronsf une forme quadratiguB™ et A = (a;;) Sa matrice dans la base canonique;
on écrira :f(X) = XTAX = (AX,X)oUu X = (£,...,&,) est le vecteuX relativament a la base
canonique d&™. Supposons que la formyeest positive non dégénérée.

1. — Montrons qu'il existe des formes linéairggelles que 7;(X) = Zaijgi, (i=12,...,n),
j>i
FX) =) (X))

=1
Nous ferons la démonstration par récurrencersure résultat est vrai si = 1; il suffit donc de
faire I'hypothése qu'’il est vrai pour I'entier — 1 et de montrer alors qu'il est vrai pour I'entier
En considérong (X) comme un trindme e&, nous écrirons :

F(X) = an€ +26 S ang + f(X),

=2

ou f1(X) est une forme quadratique ou ne figure pas
Le termea;; valeur prise pay si X est le premier vecteur de la base canonique n’est pas nul (par
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hypothésef (X') non dégénérée positive est nulle si et seulemektsst nul).
Nous pouvons donc mettre le trinbmeg&grsous forme canonique :

2

n

FX)=an (& 4263 e | +a(X)

=2

ol g(X) est une forme quadratique ou ne figure pas
La forme linéairef; (X) est la seule qui contienne la varialfle; tous les termes efy de f(X)
doivent donc se retrouver dans le carré¢dgX ), ce qui implique :

2
n

P =an [ € +26 ) %fj

Jj=2
etdonc:

n Qna
0(X) =+var | €+26 ) a—ifj
j=2

— Montrons que ces formes sont uniques si on impose les domslitz;; >0 (i =1,2,...,n);
en effet, si nous imposons au coefficintgdd'étre positif, soita;; > 0 (i =1,2,...,n), alors
la forme/; est unique.

Avec le choix qui vient d'étre fait dé,, nous avons décomposé la forrfien la somme :

[61(X)]* + 9(X)

du carré dé, et d’'une forme quadratiquesurR™~! (g est une application dépendantde. . ., &,
seulement). Tout vectel¥; = (&», ..., &,) deR"~! peut étre complété par un nomigretel que
X = (&,&,...,&,) annulel,(X) ; dans ces conditiong(X;) = f(X) est positif et ne peut
étre nul que siX et doncX; sont nuls : commef, la formeg est positive et non dégénéreée.
Nous pouvons donc affirmer I'existence et 'unicité de fosrieéaired-, . . ., £, satisfaisant aux
conditions posées et telles que

2. Montrons qu'il existe une matrice triangulaire supéréeet une seul® = (¢;;) satisfaisant aux
conditions : "les terme$;; de la diagonale sont positifd = ©7©", en effet, la matricel’ des
coefficients des formes linéairésest triangulaire supérieure et ses termes dans la diagsoiale
positifs ; si :

Y =06X
est la matrice colonne dont les termes son?J€X ), nous avons montré que :

f(X)= En:[ei(X)F =Yy = xTeTex.
=1

La matrice de la forme quadratiqyieest donc A = 67'0. N
Réciproquement :s'il existe une matrice triangulaire supérie@eont les termes dans la diagonale
sont positifs et telle que o

A=076

les formes Iinéaire@i dont les coefficients sont les termes des ligne®dsmtisfont aux conditions
de la question 1. :

7; ne dépend que des coordonnged’indice j > i;
le coefficient de; dans@ est positif :
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nous avons montré que ces conditions entrainent Iunieisdarmed; et donc la matrice® :

d'ol® = 6.

. Supposons que la matriceest la matrice d'une forme quadratique hermitienne(Supositive et
non dégénérée : Une étude identique a celle de la questianrémplacement prés des trinbmes du
second degré par des trinbmes hermitiens permet d’étahi@dultat suivant : il existe des formes
linéaire/; telles que

&(X):Zaijgj, (i:1,2,...,n),

FXO) =Y 16X =) LX)6(X),
1=1 =1

et ces formes sont uniques si on suppose en outrexgue 0 pour ¢ = 1,2,...,n)
comme dans la question 2., on montre que ce résultat impljglileexiste une matrice triangulaire
supérieu® et une seule telle que :

les terme9,; de la diagonale sont positifs
A=6Te

ol © désigne la matrice dont les termes sont les conjugués deedete la matric®.
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